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1. Themenformulierung
1.1 Thema der Unterrichtsreihe

Zahlenmauern – ein substanzielles und handlungsorientiertes Übungsformat mit der Absicht die additiven und subtraktiven Rechenfertigkeiten zu üben und zu festigen und darüber hinaus durch operative Veränderungen der Basissteine Gesetzmäßigkeiten und strukturelle Zusammenhänge aufzudecken.

1.2 Thema der Unterrichtsstunde

Berechnen von Dreierzahlenmauern, bei denen der Rand-bzw. Mittelstein jeweils erhöht wurde, mit der Absicht den Zusammenhang zwischen operativer Veränderung der Basissteine und ihren Auswirkungen aufzudecken und ansatzweise zu erklären.

2. Ziele der Unterrichtsstunde

Die Kinder sollen lernen, wie sich die operative Veränderung der Basissteine auf den Zielstein auswirkt, indem sie 

· operativ veränderte Zahlenmauern mit der „Ausgangsmauer“ vergleichen

· die operativen Veränderungen und ihre Wirkungen in Beziehung setzen 

3. Aufbau der Reihe

1. Stunde: Berechnen von Dreier- und Viererzahlenmauern  mit gegebenen Basissteinen zum Üben der Addition

2. Stunde: Berechnen von Dreier- und Viererzahlenmauern  mit willkürlich vorgegeben Zahlen zum Üben der Addition, Subtraktion und dem Ergänzen

3. Stunde: Berechnen von Zahlenmauern, deren Zielstein vorgegeben ist, mit der Absicht möglichst viele Lösungsvorschläge zu finden

4. Stunde: Berechnen von Zahlenmauern, deren Zielzahl gerade/ungerade ist, mit der Absicht strategisches Denken anzuregen

5. Stunde: siehe 1.2

6. Stunde: Berechnen von Zahlenmauern, deren Basissteine vertauscht wurden, um zu erkennen, bei welcher Anordnung sich die größtmögliche Zielzahl ergibt

4. Kurze Darstellung wesentlicher Aspekte der Unterrichtsplanung

4.0 Sachanalyse

Materialien

· Zahlenmauern als Vorlage zum Ausprobieren und Entdecken

· Ziegelsteine zur besonderen Veranschaulichung der Zahlenmauer

Regeln für den Gebrauch

Die Zahlen werden so in die Zahlenmauer eingetragen, dass die Summe zweier benachbarter Steine dem Wert des darüberliegenden Steins entspricht.

Einordnung des Formates in den Lehrplan

Die Zahlenmauer ist ein substanzielles Übungsformat aus dem Bereich der Arithmetik, dem eine Vielfalt an  Variationsmöglichkeiten und unterschiedlichen Anspruchsniveaus zugrunde liegen (Reader S. 4.16). 

Das Rechnen mit Zahlenmauern und besonders die operativen Veränderungen innerhalb einer Mauer stellt die Kinder vor neue Herausforderungen wie Beobachten, Zahlen in Beziehung setzen, Fragen stellen, Vermutungen äußern und belegen oder widerlegen. Die Zahlenmauer ermöglicht aktiv-entdeckendes Lernen und erfüllt somit die Anforderungen des Lehrplans Mathematiklernen als konstruktiven, entdeckenden Prozess aufzufassen (Lehrplan, S. 26).

Durch das planmäßige Variieren der Basiszahlen, soll im Sinne der Strukturorientierung das Regelhafte und Gesetzmäßige erkennbar werden, so dass das Lernen zu einem wesentlichen Teil im Aufdecken und Beschreiben von Strukturen besteht (Lehrplan, S. 25). Zugleich wird das kreative Denkvermögen der Kinder gefördert (Lehrplan, S. 21).

Mögliche Aufgabenstellungen

Die Übungen können in ihrem Schwierigkeitsgrad stark abgestuft werden, da sich je nach Höhe der Zahlenmauer, Größe und Verteilung der vorgegebenen Zahlen der Anspruchsgrad verändern lässt. Ebenso ist eine Differenzierung bezüglich der geforderten Rechenfertigkeiten möglich, so dass entweder ausschließlich die Addition zum Auffüllen der Mauer von unten nach oben benötigt wird oder aber die Addition, Subtraktion und das Ergänzungsverfahren bei der Berechnung von oben nach unten. Neben der Addition und Subtraktion lassen sich auch Multiplikations- und Divisionsaufgaben verwirklichen (F. Padberg 1992, S. 285f).

Durch operative Veränderungen (wie z.B. das vertauschen der Basissteine) lassen sich ganz unterschiedliche Fragestellungen aufgreifen. Demnach reicht der Umgang mit den Zahlenmauern vom schlichten Ausfüllen bis hin zum Erkennen von Zusammenhängen und bietet sich deshalb nicht nur im 1. Schuljahr, sondern noch darüber hinaus als interessanter und abwechslungsreicher Lerngegenstand an (G.N. Müller, E.C. Wittmann 1995, S. 79).

Die Zahlenmauern bieten Vorteile in vielerlei Hinsicht.  Sie lassen sich vom Lehrer leicht zeichnen und operativ variieren. 

Die Zahlenmauern ermöglichen eine Kombination aus Additions-, Subtraktions- und Ergänzungsaufgaben zur allgemeinen Übung grundlegender Rechenfertigkeiten. Hierbei bereitet das wechselnde Operationszeichen den Kindern scheinbar keine Schwierigkeiten, wie es oft beim Päckchenrechnen der Fall ist.

Ein weiterer Vorteil bietet die Selbstkontrolle, die durch das Einsetzen von „Prüfsteinen“ an der Spitze ermöglicht wird. Außerdem sind häufig mehrere Lösungswege möglich, je nachdem, welche Steine vorgegeben wurden.

Aufgrund der Struktur lassen sich viele Gesetzmäßigkeiten, wie z.B. das Anwachsen der Zahlen von unten nach oben innerhalb einer Diagonale, erkennen. Des Weiteren bietet die Struktur viele Anreize zur Reflexion.

Aufgrund der Vielfachheit der Variationsmöglichkeiten bezüglich der Aufgabenstellungen bietet sich eine Beschäftigung über einen längeren Zeitraum an (E.C. Wittmann, G.N. Müller 1990, S. 103f).

Gesetzmäßigkeiten und Strukturen 

Der Zahlenmauer – oft auch als Zahlenturm, Rechenpyramide, Ziegelmauer oder Turmrechnen bezeichnet - liegt folgende mathematische Struktur zugrunde:

„In jedem Stein steht die Summe der beiden darunterliegenden Steine.“ 

(Reader, S. 4.16)

Oder anders ausgedrückt: Die Summe zweier benachbarter Steine wird in den darrüberliegenden Stein eingetragen.


Dies ist lediglich eine Darstellung der Dreierzahlenmauer, jedoch können Zahlenmauern aus beliebig vielen Steinen bestehen (G.N. Müller, E.C. Wittmann, S. ).

Die Gesetzmäßigkeiten und Strukturen der Zahlenmauer folgen wie bereits oben erwähnt einem einfachen Prinzip. Das Auffüllen der Zahlenmauer von unten nach oben erfordert die Addition, während das Berechnen der Steine von oben nach unten die Subtraktion bzw. das Ergänzen erfordert. Des Weiteren lässt sich erkennen, dass die Summe aller Steine einer Schicht von unten nach oben wächst, so wie es auch bei den Diagonalen der Fall ist. 

Speziell in dieser Unterrichtsstunde wird den Kindern eine Dreierzahlenmauer vorgegeben, die bereits alle Zahlen enthält. Die Zahlen sind aus dem Zahlenraum bis 100 gewählt.

Ausgehend von dieser Basismauer werden drei „neue“ Mauern berechnet. Die gegebene Zahlenmauer dient dabei als Ausgansmauer, bei dem jeweils einer der drei Basissteine um „1“ („2“, „3“) erhöht wird.

Durch das Erhöhen der Randsteine erhöht sich der Zielstein ebenfalls um „1“, während er sich durch das Erhöhen des Mittelsteins um „2“ erhöht. Diese Erscheinung lässt sich mit der Binomischen Formel  a+2b+b (siehe auch oben in der Skizze) begründen:

Betrachtet man die Zahlen einer Zeile als Koeffizienten der Binomischen Formel, so lässt sich durch das Einsetzungsverfahren erkennen, dass durch Erhöhung eines Randsteins um „1“ ein Koeffizient sowie die Binomische Gleichung ebenfalls um „1“ erhöht wird.



Durch Anwendung des Assoziativ- und Distributivgesetzes folgt:


Wird dagegen der Mittelstein um „1“ erhöht, taucht der erhöhte Stein in beiden Koeffizienten der Binomischen Formel in der zweiten Reihe auf. Somit wirkt sich die Erhöhung um „1“ im Zielstein zweifach aus.


Durch Anwendung des Assoziativ- und Distributivgesetzes folgt:



Dies lässt sich natürlich auch auf andere Beispiele übertragen, wie z.B. bei der Erhöhung des untersten Koeffizienten (Basisstein) um „3“.

Allgemein formuliert bedeutet dies: 

Die Erhöhung eines Randsteins der unteren Reihe um x bewirkt bei einer Dreierzahlenmauer eine Erhöhung des Zielsteins um x. 


Durch Erhöhen des Mittelsteins um x erhöht sich der Zielstein um 2x.


Arithmetische Aktivitäten bei der Arbeit mit den Zahlenmauern

· Auffüllen der Zahlenmauer durch Addition im Zahlenraum bis 100

· Operatives Verändern der Rand- bzw. Mittelsteine

· Erkennen von Strukturen und Beziehungen zwischen den Zahlen

4.1  Eingegrenzter, vereinfachter Lerninhalt/didaktische Reduktion

Die Kinder sollen lernen, dass durch die operative Veränderung der Basissteine einer Zahlenmauer auch der Zielstein verändert wird. Genauer gesagt sollen sie durch das Erhöhen der Basissteine lernen, dass sich die Erhöhung, je nachdem welcher Stein (Rand- oder Mittelstein) erhöht wurde, unterschiedlich auf den Zielstein auswirkt. Im Falle einer Erhöhung des Randsteins um „1“ sollen sie erkennen, dass sich der Zielstein ebenfalls um „1“ und bei der Erhöhung des Mittelsteins um „2“ erhöht. 

Des Weiteren sollen die Kinder fähig werden Hypothesen aufzustellen und diese selbständig zu belegen. Ebenso soll in dieser Stunde das genaue Beobachten und Wahrnehmen von Veränderungen trainiert werden. Zugleich sollen die verbalen Fähigkeiten geübt werden, indem sie ihre Beobachtungen ansatzweise erklären und begründen.

Um den Lerninhalt zu vereinfachen und den Denkprozess nicht zusätzlich zu erschweren, wurden für die Basiszahlen nur einstellige Zahlen gewählt.

4.2  Spezielle Lernanforderungen

Zu Beginn sollen sich die Kinder überlegen, inwiefern sich das Erhöhen der Basissteine auf den Zielstein auswirkt und Vermutungen äußern. Anschließend müssen sie ihre Vermutungen praktisch überprüfen. Dazu müssen sie die Zahlenmauern, bei denen ein Basisstein erhöht wurde neu berechnen. Hinzu kommt, dass sie die Gesetzmäßigkeiten und Strukturen der Mauer beim Erstellen kennen, anwenden und befolgen müssen. Zugleich sollen sie Additionsaufgaben im Zahlenraum bis 100 rechnen können, um die Mauer ausfüllen zu können.

Des Weiteren müssen sie die „neuen“ Zahlenmauern mit dem Ausgangsmodell vergleichen, um Unterschiede feststellen zu können. 

Ihre Beobachtungen sollen sie an weiteren Beispielen (Erhöhen der Basiszahlen um „2“, „3“) überprüfen, um auf diese Weise Regeln aufdecken zu können.  

Letztendlich sollen sie ihre Beobachtungen ansatzweise erklären und begründen sowie im Stuhlkreis verbalisieren können.

4.3   Individuelle Lernvoraussetzungen

Die individuellen Lernvoraussetzungen der Kinder weisen keine erheblichen Leistungsunterschiede in dieser Klasse auf, jedoch sind sie in ihrer Leistungsbereitschaft und ihrem Arbeitstempo sehr unterschiedlich. 

Die türkischen und auch einige deutsche Kinder sind manchmal unsicher in dem, was sie tun sollen und fragen deshalb häufig noch mal nach, was dazu führt, dass sie lange dazu brauchen bis sie mit ihrem Arbeitsauftrag beginnen. Bei den türkischen Kindern beruht diese Unsicherheit sicherlich auf den Defiziten ihrer deutschen Sprachkenntnisse, obwohl sie alle die deutsche Sprache bis auf kleine grammatikalische Fehler recht gut beherrschen, während es bei den deutschen Kindern auf mangelndes Zuhören zurückzuführen sein könnte.

Alle Kinder sind in der Lage Additionsaufgaben im Zahlenraum bis 100 zu lösen, auch, wenn sie hier auf unterschiedliche Lösungsstrategien zurückgreifen. So kann etwa gut zwei Drittel der Klasse Additionsaufgaben im Kopf  berechnen, während ein knappes Drittel hin und wieder oder auch noch regelmäßig die Hundertertafel zu Hilfe nimmt.

Die Zahlenmauer ist der Klasse bekannt. Sie können fehlende Steine durch Addition, Subtraktion oder Ergänzen berechnen. 

Das Erhöhen von Zahlen wurde zuvor in einem anderen Übungsformat durchgeführt. Im entdeckenden Lernen sind die Kinder noch ungeübt. Ebenso ist ihnen das selbständige Aufspüren von Gesetzmäßigkeiten und Regeln nicht besonders vertraut. 

Auch das Begründen von Veränderungen und Auffälligkeiten fällt ihnen noch sehr schwer, gelingt jedoch einigen Kindern in ersten Ansätzen. Allerdings stellt das Formulieren für fast alle Kinder eine große Herausforderung dar und läuft eher auf der beschreibenden Ebene ab, was bei Berücksichtigung des Alters auch nicht anders zu erwarten ist.

Besonders motiviert sind die Kinder in der Regel, wenn es darum geht Vermutungen über eventuell eintretende Ereignisse abzugeben. Das Beobachten auffälliger Erscheinungen und Besonderheiten gelingt ihnen meist ebenfalls gut.

Aufgrund ihres Bewegungsdrangs fällt es einigen Kindern sehr schwer sich über eine längere Zeit auf eine Aufgabe zu konzentrieren. Sie laufen deshalb manchmal zur Lehrkraft oder sitzen unruhig auf ihren Stühlen.

4.4   Artikulation und Lernumgebung

In der Einstiegsphase werden den Kindern Ziegelsteine präsentiert, die noch keine Zahlenmauer darstellen. Die Kinder sollen sich selbst erst einmal überlegen, was man damit tun könnte und auf diese Weise motiviert werden. Außerdem sollen sie die Zahlenmauer erst noch aufbauen, damit ihnen der Umgang und der Aufbau noch einmal ins Gedächtnis gerufen wird und so im Anschluss an das vorhandene Wissen angeknüpft werden kann.

Als Basissteine wurden nur geringe Zahlenwerte gewählt, damit keine aufwendigen Rechenoperationen den eigentlichen Denkprozess behindern können.

Da eine wahrhaftige Ziegelmauer den Kindern als Übungsformat unbekannt ist, wurde die Mauer auf ein großes Plakat transferiert, so wie sie den Kindern bekannt ist. 

Die Kinder bekommen zum Erarbeiten Zahlenmauern  mit bereits erhöhten Basiszahlen. Dieser Schritt wurde bereits getan, damit Fehler beim Erhöhen ausgeschlossen werden können, die sonst die Beobachtung verfälschen könnten.

Die Kinder sollen nach Möglichkeit den Arbeitsauftrag selbstständig erledigen, damit ihr eigenständiges Denken gefördert wird. Sollte es jedoch Kinder geben, die Schwierigkeiten bei ihrem Forscherauftrag und keinerlei Ideen bezüglich der Beziehungen zwischen Basissteinen und Zielstein haben, gibt es für sie Tippkarten, die ihnen weiterhelfen. Einer der Tipps wäre z.B. die Zahlen, die sich verändert haben einzukreisen, um den Vergleich der Zahlen der Ausgangsmauer mit den Zahlen der „neuen“ Zahlenmauer zu erleichtern.

Der Arbeitsauftrag hängt für alle sichtbar an der Tafel, damit den Kindern noch mal verständlich wird, was sie zu tun haben.

Um den individuellen Leistungsvoraussetzungen der Kinder gerecht zu werden, werden ihnen - im Sinne einer Differenzierung (Lehrplan, S. 29)-  weitere Arbeitsblätter zur Verfügung gestellt. Hier haben sie die Möglichkeit selbst Zahlenmauern mit eigenen Zahlen zu konstruieren oder ihre, bei den Dreierzahlenmauern gemachten, Beobachtungen bei Viererzahlenmauern zu überprüfen.

In der Reflexionsphase wird den Kindern die Möglichkeit gegeben ihre Entdeckungen zu präsentieren. Dabei werden die Zahlen, die sich in der „neuen“ Zahlenmauer verändert haben, durch Einkreisen visuell hervorgehoben, damit der Vergleich allen Kindern besser gelingt und ihnen die Beziehungen zwischen den Basiszahlen  und der Zielzahl verdeutlicht werden.

Ich halte es für sinnvoll die Arbeitsblätter in der Reflexionsphase nicht mit in den Stuhlkreis zu nehmen, da sich die Kinder durch eventuelles Herumspielen mit den Arbeitsblättern ablenken lassen würden.

5. Verlauf

	Phase/Zeit
	Schüler-/Lehreraktivitäten
	Sozialform/Medien/Materialien

	Einstiegs-/Motivationsphase

15 min.
	Kurze Vorstellung des Besuchs.

Die LAA enthüllt die Ziegelsteine und präsentiert den Kindern diese.

Die Kinder überlegen, was man mit den Ziegelsteinen machen könnte. Die Zahlenmauer wird von einem Kind erbaut, um kurz an den strukturellen Aufbau zu erinnern. Die Begriffe Rand-, Mittel- und Zielstein werden ebenfalls ins Gedächtnis gerufen.

Die LAA erteilt den Forscherauftrag: „Überlegt mal was passieren könnte, wenn der linke oder rechte Randstein oder der Mittelstein um „1“ größer wird!“ (Die LAA klappt die Tafel auf. Zum Vorschein kommen drei Zahlenmauern, deren Basissteine erhöht wurden.) Die Kinder überlegen und vermuten eventuell eine Veränderung des Zielsteins. 

„Euer Auftrag ist es nun zu untersuchen, was mit dem Zielstein passiert! Um das heraus zu bekommen berechnet ihr neue Mauern, bei denen immer ein Stein um „1“ und dann um „2“ und „3“ erhöht wurde. Vergleicht die Zielsteine und schreibt eure Begründungen auf das Blatt „Meine Forschungsergebnisse“ !“ 

Die LAA informiert die Kinder darüber, dass für besonders schnelle Forscher noch weitere Arbeitblätter zum Weiterforschen und für Kinder, die gar nicht weiterkommen Tippkarten vorne bereitliegen.

Die LAA teilt den Kindern mit, dass sie nun Zeit zum Forschen haben und, dass sie sich später im Stuhlkreis wiedertreffen, um die Forschungsergebnisse vorzutragen. 
	Übliche Sitzordnung

Kinohalbkreis

6 Ziegelsteine mit Zahlen (anfangs versteckt unter einem Tuch)

4 große Zahlenmauern auf Poster (Ausgangsmauer, Mauern mit Basissteinen, davon jeweils ein erhöhter Stein um „1“



	Erarbeitungsphase 

15 min.
	Die Kinder gehen an ihre Plätze. Die Austeilkinder teilen das erste Arbeits- und Ergebnisblatt aus.

Die Kinder, die besonders schnell fertig geworden sind dürfen ihre Entdeckungen an selbst erdachten Zahlenmauern überprüfen und dann noch evtl. an Viererzahlenmauern untersuchen.
	Norm. Sitzordnung

Einzelarbeit

AB mit

-Dreiermauern, deren Basissteine erhöht wurden

-Blanko-Mauern

-Vierermauern

Ergebnisblatt

	Reflexion 

15 min.
	Die LAA lässt die Kinder die drei Zahlenmauern mit den erhöhten Basissteinen vervollständigen.

Die LAA fragt nach den Forschungsergebnissen: „Berichtet einmal, was ihr alles entdeckt habt.“ Die Kinder berichten über ihre Beobachtungen. Die LAA fragt nach den Gründen:“ Warum ist das so? Erklärt und zeigt es vorne!“

Die Kinder äußern ihre Erklärungsansätze. Zur Visualisierung der Beziehungen zwischen Basiszahl und Zielzahl werden die Zahlen, die sich verändert haben, eingekreist. Die Auswirkungen auf die Zielzahl durch erhöhte Basiszahlen um „2“ bzw. „3“ werden ebenfalls geklärt. 

Zum Schluss werden die neuen Erkenntnisse noch mal zusammengefasst und allgemein formuliert. „Was habt ihr jetzt also gelernt?“ 
	Kinohalbkreis

4 große Zahlenmauern auf Poster (Ausgangsmauer, Mauern mit Basissteinen, davon jeweils ein erhöhter Stein um „1“
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